
NAIL062 Logika: 10. cvičeńı

Př́ıklad 1. Uvažte následuj́ıćı tvrzeńı:

(i) Nula je malé č́ıslo.

(ii) Čı́slo je malé, právě když je bĺızko nuly.

(iii) Součet dvou malých č́ısel je malé č́ıslo.

(iv) Je-li x bĺızko y, potom f(x) je bĺızko f(y).

Chceme dokázat, že plat́ı: (v) Jsou-li x a y malá č́ısla, potom f(x+ y) je bĺızko f(0).

(a) Formalizujte tvrzeńı po řadě jako sentence φ1, . . . , φ5 v jazyce L = ⟨M,B, f,+, 0⟩ s rovnost́ı.

(b) Sestrojte dokončené tablo z teorie T = {φ1, φ2, φ3, φ4} s položkou Fφ5 v kořeni.

(c) Rozhodněte, zda plat́ı T |= φ5 a zda plat́ı T |=M(f(0)).

(d) Pokud existuj́ı, uveďte alespoň dvě kompletńı jednoduché extenze teorie T .

Př́ıklad 2. Nechť L(x, y) reprezentuje “existuje let z x do y” a S(x, y) reprezentuje “existuje
spojeńı z x do y”. Předpokládejme, že

• Z Prahy lze letět do Bratislavy, Londýna a New Yorku, a z New Yorku do Pař́ıže,

• (∀x)(∀y)(L(x, y) → L(y, x)),

• (∀x)(∀y)(L(x, y) → S(x, y)),

• (∀x)(∀y)(∀z)(S(x, y) ∧ L(y, z) → S(x, z)).

Dokažte tablo metodou, že existuje spojeńı z Bratislavy do Pař́ıže.

Př́ıklad 3. Mějme teorii T ∗ s axiomy rovnosti. Pomoćı tablo metody ukažte, že:

(a) T ∗ |= x = y → y = x (symetrie)

(b) T ∗ |= (x = y ∧ y = z) → x = z (tranzitivita)

Hint: Pro (a) použijte axiom rovnosti (iii) pro x1 = x, x2 = x, y1 = y a y2 = x,
na (b) použijte (iii) pro x1 = x, x2 = y, y1 = x a y2 = z.

Př́ıklad 4. Buď T následuj́ıćı teorie v jazyce L = ⟨R, f, c, d⟩ s rovnost́ı, kde R je binárńı relačńı
symbol, f unárńı funkčńı symbol, a c, d konstantńı symboly:

T = {R(x, x), R(x, y) ∧R(y, z) → R(x, z), R(x, y) ∧R(y, x) → x = y,R(f(x), x)}

Označme jako T ′ generálńı uzávěr T . Nechť φ a ψ jsou následuj́ıćı formule:

φ = R(c, d) ∧ (∀x)(x = c ∨ x = d)

ψ = (∃x)R(x, f(x))

(a) Sestrojte tablo d̊ukaz formule ψ z teorie T ′ ∪ {φ}. (Pro zjednodušeńı můžete kromě axiomů
rovnosti v tablu př́ımo použ́ıvat axiom (∀x)(∀y)(x = y → y = x), což je jejich d̊usledek.)

(b) Ukažte, že ψ neńı d̊usledek teorie T , t́ım že najdete model T , ve kterém ψ neplat́ı.

(c) Kolik kompletńıch jednoduchých extenźı (až na ekvivalenci) má teorie T ∪{φ}? Uveďte dvě.
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(d) Nechť S je následuj́ıćı teorie v jazyce L′ = ⟨R⟩ s rovnost́ı. Je T konzervativńı extenźı S?

S = {R(x, x), R(x, y) ∧R(y, z) → R(x, z), R(x, y) ∧R(y, x) → x = y}

Př́ıklad 5. Uvažte následuj́ıćı tvrzeńı:

(i) Každý docent napsal alespoň jednu učebnici.

(ii) Každou učebnici napsal nějaký docent.

(iii) U každého docenta někdo studuje.

(iv) Každý, kdo studuje u nějakého docenta, přečetl všechny učebnice od tohoto docenta.

(v) Každou učebnici někdo přečetl.

(a) Formalizujte tvrzeńı (i)–(v) po řadě jako sentence φ1, φ2, φ3, φ4, φ5 v predikátové logice v
jazyce L = ⟨N,S, P,D,U⟩ bez rovnosti, kde N,S, P jsou binárńı relačńı symboly (N(x, y)
znamená “x napsal y”, S(x, y) znamená “x studuje u y”, P (x, y) znamená “x přečetl y”) a
D,U jsou unárńı relačńı symboly (“být docentem”, “být učebnićı”). (2b)

(b) Sestrojte dokončené tablo z teorie T = {φ1, φ2, φ3, φ4} s položkou Fφ5 v kořeni. (3b)

(c) Je sentence φ5 pravdivá v teorii T? Je lživá v T? Je nezávislá v T? Zd̊uvodněte. (1b)

(d) Má teorie T kompletńı konzervativńı extenzi? Zd̊uvodněte. (2b)

(e) Uvažme teorii T ′ = T ∪ {D(x), S(x, y), P (x, y)}. Kolik má teorie T ′ dvouprvkových model̊u
(až na izomorfismus)? Zd̊uvodněte. (2b)
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