
NAIL062 Logika: 9. cvičeńı

Př́ıklad 1. Jsou následuj́ıćı sentence pravdivé / lživé / nezávislé (v logice)?

(a) (∃x)(∀y)(P (x) ∨ ¬P (y))

(b) (∀x)(P (x) → Q(x)) → ((∃x)P (x) → (∃x)Q(x))

(c) (∃x)(∀y)P (x, y) → (∀y)(∃x)P (x, y)

Př́ıklad 2. Rozhodněte, zda následuj́ıćı plat́ı pro každou formuli φ. Dokažte (sémanticky, z
definic) nebo najděte protipř́ıklad.

(a) φ |= (∀x)φ

(b) |= φ → (∀x)φ

(c) φ |= (∃x)φ

(d) |= φ → (∃x)φ

Př́ıklad 3. Uvažme Z4 = ⟨{0, 1, 2, 3},+,−, 0⟩ kde + je binárńı sč́ıtáńı modulo 4 a − je unárńı
funkce, která vraćı inverzńı prvek + vzhledem k neutrálńımu prvku 0.

(a) Je Z4 model teorie grup (tj. je to grupa)?

(b) Určete všechny podstruktury Z4⟨a⟩ generované nějakým a ∈ Z4.

(c) Obsahuje Z4 ještě nějaké daľśı podstruktury?

(d) Je každá podstruktura Z4 modelem teorie grup?

(e) Je každá podstruktura Z4 elementárně ekvivalentńı Z4?

(f) Je každá podstruktura komutativńı grupy (tj. grupy, která splňuje x + y = y + x) také
komutativńı grupa?

Př́ıklad 4. Mějme teorii T = {x = c1 ∨ x = c2 ∨ x = c3} v jazyce L = ⟨c1, c2, c3⟩ s rovnost́ı.

(a) Je T (sémanticky) konzistentńı?

(b) Jsou všechny modely T elementárně ekvivalentńı? Tj. je T kompletńı?

(c) Najděte všechny jednoduché úplné extenze T .

(d) Je teorie T ′ = T ∪{x = c1∨x = c4} v jazyce L = ⟨c1, c2, c3, c4⟩ extenźı T? Je T ′ jednoduchá
extenze T? Je T ′ konzervativńı extenze T?

Př́ıklad 5. Předpokládejme, že:

• Všichni vińıci jsou lháři.

• Alespoň jeden z obviněných je také svědkem.

• Žádný svědek neľze.

Dokažte tablo metodou, že: Ne všichni obviněńı jsou vińıci.
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Př́ıklad 6. Uvažte následuj́ıćı tvrzeńı:

(i) Nula je malé č́ıslo.

(ii) Čı́slo je malé, právě když je bĺızko nuly.

(iii) Součet dvou malých č́ısel je malé č́ıslo.

(iv) Je-li x bĺızko y, potom f(x) je bĺızko f(y).

Chceme dokázat, že plat́ı: (v) Jsou-li x a y malá č́ısla, potom f(x+ y) je bĺızko f(0).

(a) Formalizujte tvrzeńı po řadě jako sentence φ1, . . . , φ5 v jazyce L = ⟨M,B, f,+, 0⟩ s rovnost́ı.

(b) Sestrojte dokončené tablo z teorie T = {φ1, φ2, φ3, φ4} s položkou Fφ5 v kořeni.

(c) Rozhodněte, zda plat́ı T |= φ5 a zda plat́ı T |= M(f(0)).

(d) Pokud existuj́ı, uveďte alespoň dvě kompletńı jednoduché extenze teorie T .

Př́ıklad 7. Nechť L(x, y) reprezentuje “existuje let z x do y” a S(x, y) reprezentuje “existuje
spojeńı z x do y”. Předpokládejme, že

• Z Prahy lze letět do Bratislavy, Londýna a New Yorku, a z New Yorku do Pař́ıže,

• (∀x)(∀y)(L(x, y) → L(y, x)),

• (∀x)(∀y)(L(x, y) → S(x, y)),

• (∀x)(∀y)(∀z)(S(x, y) ∧ L(y, z) → S(x, z)).

Dokažte tablo metodou, že existuje spojeńı z Bratislavy do Pař́ıže.
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